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PANJARADAGI LAPLAS OPERATORI UCHUN INVARIANT QISM FAZOLAR
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Annotatsiya: Mazkur ishda (2)-(4) formulalar yordamida aniqlanuvchi Laplas
operatori uchun L,(T) va L,(T) hamda L,'(T), L,’(T), L'(T) va L;’(T) gism fazolarning
invariantligi ko ‘rsatilgan.

Tayanch iboralar: Panjara, Hilbert fazolari, qism fazolar, operatorga nisbatan
invariant qism fazolar, Laplas operatori, Furye almashtirishi, xos qiymat, xos funksiya.

AHHOTauMsA: B daHHOU pabome noKAaszaHa UHBAPUAHMHOCMb NOONPOCMpPAHCME
LM u LT u LT, L'T, LT u L'(T) daa onepamopa Jlanaaca,
onpedessiemozo no popmyaam (2)-(4).

Kinw4yeBble cioBa: Pewemka, 2u/ibb6epmogo npocmpaHcmeo, 4Yacmu4Hble
npocmpaHcmeda, onepamopHo-uUH8ApUAHMHbIE YACMUYHble NPOCMPAHCMEd, onepamop
Jlanaaca, npeobpazosaHue @Pypbe, cobcmeeHHOe 3HaUeHUe, CO6CME8eHHAs1 (PYHKYUSL.

Abstract: This paper shows the invagance of the subspaces L,(T) and L;(T), L'(T),

L' (T), L,'(T) and L}’ (T) the Laplace operator, defined by formulas (2)-(4).
Key words: Lattice, Hilbert space, partial spaces, operator-invariant partial
spaces, Laplace operator, Fourier transform, eigenvalue, eigenfunction.

KIRISH

Hilbert fazolarida berilgan o0%Z-o‘ziga qo‘shma operatorlarning spektrini
o‘rganishda uchraydigan eng sodda masalalardan biri - bu invariant elementlarni,
hech bo‘lmaganda bu operator ta’sirida o‘zining yo‘nalishini saqlab qoluvchi
elementlarni topishdan, ya’ni

Hf =4 f (1)

tenlamaning yechimlarini topishdan iborat. (1) tenglamaning noldan farqgli har
bir yechimi H operatorlarning xos vektori, 1 - esa H operatorning xos qiymati
deyiladi. Agar A operatorning xos qiymati bo‘lsa, (1) tenglamaning barcha yechimlari
to‘plami gism fazo tashkil qgiladi. Bu qism fazo H operatorning invariant qism fazosi
bo‘ladi va u 4 xo0s giymatga mos xos qism fazo deyiladi. 4 xos qiymatning karraligi
shu xos qism fazoning o‘lchami sifatida aniglanadi. Biz bu ishda ikki o‘lchamli
panjarada ikki zarrachali Laplas tipidagi operatorning invariant qism fazolarini
o‘rganamiz.

Panjaradagi ikki zarrachali sistema Hamiltonianining ba’zi spektral xossalari [1]
ishda tahlil qilingan. [2] ishda panjaradagi ikki zarrachali Hamiltonian H(k) ning
invariant qism (xos qism) fazolari chekli bo‘lishining yetarli shartlari keltirilgan. [3]
ishda esa ikki o‘lchamli panjarada berilgan ikki zarrachali sistema Hamiltonianining
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kvaziimpuls koordinatalaridan biri k> =7z yoki k® =7 bo‘lganda cheksiz ko‘p
invariant gqism fazolarga ega ekanligi isbotlangan. Ikki o‘lchamli panjarada berilgan
ikki zarrachali Shryodinger operatorining invariant qism fazolari [4] ishda o‘rganilgan.
Bu ishda bir o‘lchamli panjarada ikki zarrachali sistemaga mos Laplas operatorini
qaraymiz. Toq funksiyalardan tashkil topgan L, (T) va juft funksiyalardan iborat L;(T)
qism fazolar bu operator uchun invariant qism fazolar bo‘lishligi isbotlangan.
Masalaning qo‘yilishi. Bir o‘lchamli panjara Z da ikki zarrachali sistemaga mos
Laplas operatori L 0‘z-o‘ziga qo‘shma chegaralangan operator bo‘lib, u kvadrati bilan
jamlanuvchi funksiyalarning ¢,(Z xZ) Hilbert fazosida quyidagi formula yordamida

beriladi

P A, - 1 A,
2m, 2m,

)

bu yerda m,, m, zarrachalarning massalari bo‘lib, ularni biz birga teng deb
hisoblay-miz, A, =A®| va A, =1®A, A - ayirmali operator bo‘lib, u zarrachaning bir
tugundan boshga tugunga o‘tishini ifodalaydi, biz uni quyidagicha aniglaymiz:

Ap)(X) =y (x+2)+y(x-2), yel,(Z).

Bunday aniqlangan Laplasian /,(ZxZ) Hilbert fazosida o‘z-o‘ziga qo‘shma

chegaralangan operator bo‘ladi. Ikki zarrachali sistema Laplasianining koordinat
ko‘rinishidan uning impuls ko‘rinishiga o‘tish Furye almashtirishi deb ataluvchi
akslantirish orgali amalga oshiriladi.

1 -
F:L,(T?) > (,(Z%), (Ff)(n,m):z—.[e'””'msf(t,s)dtds,
7Z'T2

bu yerda L,(T*)=L,(T)®L,(T), L,(T) - sonlar o‘qida aniglangan 2z davrli va
T =[-x,7] da kvadrati bilan Lebeg ma’nosida integrallanuvchi funksiyalarning Hilbert
fazosi.

Ikki zarrachali Laplasianning impuls tasviri oz-o‘ziga qo‘shma chegaralangan
operator sifatida L,(T?) Hilbert fazosida quyidagicha aniglanadi

L=F"LF .

(L)(ky, ky) = (e(k,) + &(ky)) T (kp, ky)

£(q) = cos2q - alohida olingan zarrachaning q e T momentdagi impulsi.

Ikki zarrachali Laplasian L unitar operatorlar gruppasi

U, )k, ky) = SR (ki ky), fe Lz(TZ)

bilan o‘rin almashinuvchi bo‘lganligi uchun u {L(k), k €T} operatorlar oilasining

to‘g'ri integraliga yoyiladi [5-6], ya'ni L = I@ L(k)dk, bu yerda
T

L(K): L,(T) = L,(T), (2)
(L) F)(p)=&(P)T(P).  &(p)=2coskcos2p, (3)
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Shuni aytib o‘tamizki, L(k) operator har bir keT da L,(T) fazoda chegaralangan

va simmetrik operator operatorlardir.
L(k) operatorning invariant qism fazolari. L,(T) fazoni toq funksiyalardan

va juft funksiyalardan iborat

LM ={feL,M: fp)=-F(p)} va LM={feL,@):f(=p)="f(p)

qism fazolarning to‘g'ri yig‘indisiga yoyish mumkin, ya’'ni L,(T)=L,(T)® L,(T).

1-teorema. L,(T) va L,(T) qism fazolar L(k) operatorning invariant gism
fazolari bo‘ladi.

Isbot. L,(T) fazodan ixtiyoriy f~ element olamiz. Bu elementga L(k) operator
ta’sirini qaraymiz: (L(k)f )(p)=2coskcos2p f (p). f~ toq funksiya bo‘lganligi uchun
uning juft funksiya 2coskcos2p ga ko‘paytmasi toq funksiya bo‘ladi. Demak, ixtiyoriy

f~eL,(T) uchun L(k)f eL,(T) ekan. Bu esa L,(T) qism fazoning L(k) operatorga
nisbatan invariant gism fazo ekanligini bildiradi. Juft funksiyalar ko‘paytmasi juft
ekanligidan, ixtiyoriy f* e L;(T) uchun

(L(k)f")(p)=2coskcos2p f " (p)

ning juft funksiya ekanligini olamiz, yani L(k)f* e L;(T).

Navbatdagi invariant qism fazolarni bayon qilish uchun biz L,(T) va Lj(T)

o0

fazodagi ortonormal bazis {(pn t)= Tsm nt} va {(Po ®= \/_ o, (t)= \/_cos nt}

lardan foydalanamiz. L,(T) va L,(T) azolarning har birini quyidagicha to‘g'ri
yig‘indiga yoyamiz:

LM=L'MeL'T) va LM=LmeLm). (4)

Bu yerda L)(T) bilan {gol’,go; ..... €0£n_1w-} sistemadan hosil bo‘lgan qism fazo,
L,'(T) bilan {goz‘,(p;,...,gogn,...} sistemadan hosil bo‘lgan qism fazo belgilangan. Xuddi
shunday L}'(T) va L,’(T) lar bilan mos ravishda {gof,gog,...,qo;nfl,...} va {gog,(p;,...,go;n,...}
sistemalardan hosil bo‘lgan qism fazolar belgilangan.

2-teorema. L'(T), L,'(T), L'(T) va L}'(T) gism fazolar L(k) operator uchun
invariant gism fazolar bo‘ladi.

Isbot. L,'(T), L,’(T), L'(T) va L,’(T) gism fazolar V operator uchun invariant
qism fazolar bo‘lganligi uchun, ularni H (k) operator uchun invariant qism fazolar
bo‘lishini ko‘rsatamiz. Natijada bu qism fazolar ayirma operator H(k)=H,(k)-V
uchun ham invariant gism fazolar bo‘lishligi kelib chigadi. Endi L'(T) va L,’(T) qism
fazolarning L(k) operator uchun invariant qism fazolar bo‘lishini ko‘rsatamiz. Buning
uchun L)(T) fazoning ixtiyoriy ¢, , bazis elementiga L(k) operatorning ta’sirini

garaymiz:

(LK), (D) = & (P) i a(P) = %cos kcos2psin(2n—1)p.
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Ko‘paytmani yig‘indiga keltirish

2cos2psin(2n=Y)p=sin[(2n-1)-2]p+sin[(2n-1) +2]p=sin(2n—-2-1) p+sin(2n+2-1)p
formulasidan foydalanib uni

(L(K)@201)(P) = & (P) 9201 (P) = COSK[@5, , 1 (P) + 3,54 (P)] (5)

shaklda yozish mumkin, ya'ni L(k)g,, , € LL'(T) ekanligini olamiz. Bu yerda n=1

bo‘lgan holda
_ _ 1 . 1 . _ _
Pan-21(P) = ¢4(P) = =sin(-p) ==—=sin p=—¢; (p) < L, (T)

ekanligini hisobga olish kerak. (5) dan istalgan f~ = icn(pgn_l e L,'(T) uchun
n=1

(L) F)(p) =& (p)f~(p) =cos kicn[¢£n—2—l(p) + Ppnza(P)] € Ly (T)

n=1
ekanligini olamiz. Shunday qilib L,'(T) qism fazo L(k) operator uchun invariant
qism fazo ekan. Endi L,’(T) qgism fazoning L(k) operator uchun invariant qism fazo
ekanligini isbotlaymiz. Buning uchun L,’(T) fazoning ixtiyoriy ¢, bazis elementiga

L(k) operatorning ta’sirini garaymiz:
_ _ 2 .
(L(K)@,,)(P) = £ (P),,(P) =—=coskcos2psin2np.
72'

Ko‘paytmani yig‘indiga keltirish
2cos2psin2np =sin(2n—-2)p+sin(2n+2) p

formulasidan foydalanib uni
_ _ 2 . _ .
(L(K)92,)(P) = £ (P)@,, (P) = —=cosk cos 2 psin 2np = cos k[, ,(P) + @, (P)]
N

shaklda yozish mumkin, ya'ni L(k)¢,, €L,'(T) ekanligini olamiz. Bu yerdan

istalgan f~ =>c ¢, € L,’(T) uchun

(L(k)T)(Pp) =& (p) T (p)=cos kicn[(ﬂz_nz(lo) + P2 (P € L' (T)

ekanligini olamiz. Shunday qilib L,’(T) qism fazo L(k) operator uchun invariant
gism fazo ekan. L}'(T) va L}'(T) gism fazolarning L(k) ga nisbatan invariantligi shunga

o‘xshash isbotlanadi.
Yuqorida keltirilgan L'(T), L'(T), L'(T) va L)(T) qism fazolar rezolventa

operator (L(k)—zI)™ operator uchun ham invariant gism fazolar bo‘ladi.
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